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第九章  矢量代数与空间解析几何 

一. 设有两个矢量a , b , 试比较 |||| baba −+ 与 的大小. 

解. 由矢量加法的平行四边形法则知: 当 a , b夹角小于
2
π
时, |||| baba −>+ ;当 a , b

夹角大于
2
π
时, |||| baba −<+ ;当 a , b夹角等于

2
π
时, |||| baba −=+ . 

 
二. 化简下列各式: 

1. acbbcbaccba ×−−×+++×++ )()()(  

2. )]()[()2( cbabacba −−×−⋅−+  

3. )()]()[( accbba +⋅+×+  

解. 1. cbcaacbbcbaccba ×+×=×−−×+++×++ )()()( + bcba ×+×  

      － baacab ×=×+× 2  

2. )]()[()2( cbabacba −−×−⋅−+  

   = [)2( ⋅−+ cba caba ×−×− － cbab ×+× ]= [)2( ⋅−+ cba － cbca ×+× ] 

   = )(3)(2)( cbacabcba ×⋅=×⋅−×⋅  

3. [)()]()[( =+⋅+×+ accbba acbcbaaccbcaba ⋅×+⋅×=+⋅×+×+× )()()(]  

   = cba ⋅× )(2  

 

三 . 已 知 π
3
2),(,5||,2|| === baba , 问 : 系 数 λ 为 何 值 时 , 向 量

baBbaA −=+= 317 与λ 垂直. 

解. 

22 ||17
3
2cos||||5

3
2cos||||||3)3()17(0 bbabaababaBA −+−=−⋅+=⋅= ππλλλ

  = 68017 −λ .  所以 40
17
680

==λ . 

 

四. 求同时垂直于矢量 kjibkjia 35422 ++=++= 和 的单位矢量. 

解. 假设所求矢量为 c , 则 
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kji
kji

ba 22
354
122 +−==× , ba × 的模 = 32)2(1 222 =+−+  

所以  c = )22(
3
1 kji +−±  

 

五. 若 nma −= 4 , nmb 2+= , nmc 32 −= , 式中
2

),(,1||,2|| π
=== nmnm 又 , 化简

表达式 123 +⋅−⋅+⋅ cbbaca . 

解. 123 +⋅−⋅+⋅ cbbaca  

    = ⋅− )4( nm ( nm 32 − ) + 3 ⋅− )4( nm ( nm 2+ ) ⋅+− )2(2 nm ( nm 32 − ) + 1 

    = 741194161||9||16 22 =+×+×=++ nm  

 

六 . 求 平 行 四 边 形 面 积 , 若 已 知 对 角 线 为 矢 量 nmc 2+= , nma 43 −= , 

6
),(,2||,1|| π
=== nmnm . 

解. 假设平行四边形的二边为矢量 BA,  

不妨假设






−=−

+=+

nmBA

nmBA

43

2
, 所以 







+−=

−=

nmB

nmA

33

2
 

nmnmnmBA ×=+−×−=× 5)3()2(  

平行四边形面积 = 5
6

sin215),sin(||||5||5|| =⋅⋅⋅==×=×
πnmnmnmBA  

 

七. 设 baA += 2 , bakB += , 其中 baba ⊥== ,2||,1|| 问: 

1. k为何值时, BA ⊥ ; 

2. k为何值时, BA与 为邻边的平行四边形面积为 6. 

解. 1. 0=⋅BA .  

所以 42||||2)()2(0 22 +=+=+⋅+=⋅= kbakbakbaBA ,  k =－2; 

2. ))(2()()2( bakbakbaBA ×−=+×+=×  
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平行四边形面积为 BA× 的模. 所以 

     6= 2|2|),sin(|||||2||| ⋅−=−=× kbabakBA ,   32 ±=−k  

所以         51 =k ,   12 −=k  

 

八. 求通过三平面 03013,02 =−++=++−=−+ zyxzyxzyx 和 的交点, 且平行于

平面 02 =++ zyx 的平面方程. 

解. 所求平面平行于 02 =++ zyx , 所以该平面的法矢为(1, 1, 2). 

三平面的交点为









=−++
=++−
=−−+

03
013
022

zyx
zyx
zyx

, 解得 x = 1, y = 1, z = 1. 

所以所求平面为 0)1(2)1()1( =−+−+− zyx  

即            042 =−++ zyx  

 

九. 过平面 x + 28y－2z + 17 = 0 和平面 5x + 8y－z + 1 = 0的交线, 作球面 1222 =++ zyx

的切平面, 求切平面方程. 
解. 过平面 x + 28y－2z + 17 = 0 和平面 5x + 8y－z + 1 = 0的交线的平面方程为 

     0)185(17228 =+−+++−+ zyxzyx λ  

即   017)2()828()51( =+++−+++ λλλλ zyx  

假设平面和球面的切点为 ),,( 000 zyx , 于是在该点的法矢量为 ),,( 000 zyx . 所以得到:     












=++

=
+−

=
+

=
+

=+++−+++

1

)2(82851
017)2()828()51(

2
0

2
0

2
0

000

000

zyx

t
zyx

zyx
λλλ

λλλλ

 

由第二式解出 000 ,, zyx 和 λ,t 的关系, 代入第一式, 并注意到第三式, 于是得到 

    017 =++ λt  
再次代入第一式, 得到 

2222 )17()2()828()51( λλλλ +=+++++  
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050042889 2 =++ λλ  

21 −=λ ,    
89
250

2 −=λ  

当 2−=λ , 得到所求平面为   0543 =−− yx ; 

当
89
250

−=λ , 得到所求平面为   042124164387 =−−− zyx  

 

十. 设 21, LL 为两条共面直线, 1L 的方程为
2

5
2

3
1

7 −
=

−
=

− zyx
, 2L 通过点(2,－3,－1), 

且与 x轴正向夹角为
3
π

, 与 z轴正向夹锐角, 求 2L 的方程. 

解. 因为 2L 与 x轴正向夹角为
3
π

, 与 z轴正向夹锐角, 所以可以假定 2L 的方向矢量为(m, n, 

1), 其中 m > 0. x轴的单位矢量为(1, 0, 0). 由矢量夹角公式可得 

      
113

cos
2
1

22 ++⋅
==

nm
mπ

        (*) 

1L 上的点(7, 3, 5), 2L 上的点(2,－3,－1)构成矢量(5, 6, 6)与 1L 的方向矢量(1, 2, 2)、 2L 的方

向矢量(m, n, 1)共面. 所以混合积为 0, 即 

       0
1
665
221
=

nm
 

得到  4n－4 = 0, n = 1. 代入(*)式, 得到
6

2
=m . 于是 2L 的方程为 

    
1

1
1

3

6
2

2 +
=

+
=

− zyx
,  即 

6
1

6
3

2
2 +

=
+

=
− zyx

 

 

十一. 求直线




−=
−=

32
13

zy
zx
与直线





+=
−=

27
52

xz
xy
之间的垂直距离. 

解. 两直线可转化成 szyxtzyx
=

−
=

+
===

+
=

+
7

2
2

5
2

3
3

1
及  

于是得到参数方程: 








=
+−=
+−=

tz
ty
tx

23
31

,    







+=
+−=

=

sz
sy

sx

72
25  
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两直线上的点之间的距离平方为: 

2222 )72()2523()31( stststd −−+−++−+−+−=  

   = 222 )72()222()31( ststst −−+−++−+−  

当 t, s使 d2达到最小值时, d即为垂直距离. 所以 

0)72(2)222(4)31(6
2

=−−+−++−+−=
∂
∂ ststst

t
d

 

0)72(14)222(4)31(2
2

=−−−−+−−+−−=
∂
∂ ststst

s
d

 

得方程组: 




=++−
=−−

02210828
022828

st
st

,   
4
1

−=s ,   
28
5

−=t  

将 t, s的值代入 d2的表达式, 算得 d的值为: 

2
2222

28
5040)

4
72

28
5()

4
2

28
102()

4
1

18
151( =+−−++−++−−=d  

7
353

=d  

 

十二. 已知直线




=+−+
=−+−
04
0623

dzyx
zyx

与 z轴相交, 求 d值. 

解. 假设直线与 z轴交点为 ),0,0( 0z , 则该点满足 0623 =−+− zyx . 于是 

        062 0 =−z ,    30 =z  

将 )3,0,0( 代入 04 =+−+ dzyx , 得到  3=d  

 

十三. 在平面 01 =+++ zyx 内, 求一直线, 使它通过直线




=+
=++
02

01
zx

zy
与平面的交点, 

且与已知直线垂直. 

解. 直线与平面的交点满足







=+
=++

=+++

02
01

01

zx
zy

zyx
,  解得交点为 








=
−=

=

0
1

0

z
y
x

 

将已知直线转化为: zyx
=

−
+

=
− 1

1
2

. 所以该直线的方向矢量为: (－2,－1, 1). 所求直线垂

直于平面的法矢量(1, 1, 1), 垂直于已知直线的方向矢量(－2,－1, 1). 所以所求直线的方向
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矢量为:   kji
kji

−+−=−− 32
111
112 . 于是所求直线为: 

            
13

1
2 −

=
+

=
−

zyx
 

 

十四. 决定λ使直线
11

1
1

11
2

1
1

1 zyxzyx
=

−
=

+−
=

+
=

−
与直线

λ
相交. 

解. 由 tzyx
=

−
=

+
=

−
λ

1
2

1
1

1
得到








+=
+−=

+=

tz
ty

tx

λ1
21

1
 

代入另一直线方程, 得到: 

     ttt λ+=+−=+ 1222 ,    4=t ,   
4
5

=λ  

 

十五. 求曲线




=
=++

zy
zyx 4222

在各坐标面上的投影方程. 

解. 在 xoy平面上的投影: 




=
=+

0
42 22

z
yx

 

   在 xoz平面上的投影: 




=
=+

0
42 22

y
zx

 

   在 yoz平面上的投影: 




=
=

0x
zy

, 当 x = 0, y = z时, 42 2 ≤y ,  2|| ≤y  

 

十六. 求准线为




+=

=++
222

222 14
zyx
zyx
母线 // z轴的柱面方程. 

解. 因为母线平行于 z轴, 所以只要消去 z. 得到 

135 22 =− yx  

为所求. 
 

十七. 求直线




=−+−
=−+

1
1

zyx
zyx
在平面 0=++ zyx 上的投影方程. 

解. 由平面束方程知, 直线




=−+−
=−+

1
1

zyx
zyx
的投影柱面方程为 
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        0)1()1( =−−−+−−+ zxyzyx λ  

即       0)1()1()1()1( =+−+−++− λλλλ zyx  

上述平面与平面 0=++ zyx 垂直, 所以 

          01)1(1)1(1)1( =⋅+−⋅++⋅− λλλ  

得到 1=λ . 于是投影平面为 

      0222 =−− zy ,   即   01 =−− zy  

所求投影直线为




=++
=−−

0
01

zyx
zy

 

 

十八. 求通过两曲面 222222 14 zyxzyx +==++ 和 的交线, 而母线平行于 z 轴的柱面方

程. 
解. 因为母线平行于 z轴, 只要在方程中消去 z, 得到 

           135 22 =− yx  

为所求. 
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